
 

单元 21：统计推论 
 

特定目标： 

1. 从一随机样本中估计总体的平均值。  

2. 认识一已知方差的常态分布的总体平均值的置信区间。 

3. 认识 I 型及 II 型误差。 

 
内容  

时间  
分配  教学建议  

21.1 基本概念 4  教师须介绍以下名词：总体、样本、随机样本、总体参数及样本统计等。 
 
例一 
某种植物的高度为常态分布，平均值为 20 cm，标准差为 8 cm。学生应知道一包含 10 棵

该种植物随机样本的平均值亦为一正态分布，且平均值为 20 cm，标准差为 8
10

 cm。

 
例二 
已知 3% 的灯泡会在运送途中损毁。现运送 1 000 个灯泡，求多于 5% 的灯泡损毁的
概率。在这个例子中教师可引导学生考虑损毁灯泡的数目 x 。而 X 是一二项分布，即 X 
~ B(1 000, 0.03)。这分布近似常态分布，即 X ~ N((0.03)(1 000), (1 000)(0.03)(0.97))。
学生不难理解所求的概率等于 P(X > 49.5)。另外，教师亦可引用样本比例的概念： 

 s
XP
n

= ，它的分布近似 

  ~ ,  s
pqP N P
n

 

 

，其中 1q p= −  

此时所求概率等于 ( )0.0495sP P ≥ 。 

 

134 

21.2 利用随机样本估计总体平均
值 

5  在这阶段，教师应介绍利用样本统计去估计总体未知参数的概念，教师可举例作示范：
例如利用样本平均值 x  去估计总体平均值 µ 等。教师须指出，同样的参数可有不同的
样本统计作估计量。例如样本平均值、中位数和众数等，均可用作总体平均值的估计量。

因此，学生须知道，估计总体参数 (β) 的估计量很多，但最佳估计量 (b) 须具备以下两
个条件： 
(1) 无偏性，即 ( )E b = β  及 
(2) b 的方差为最小。 
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例一 
设总体的平均值为 µ，方差为 σ2

、X1、X2、X3 为随机样本。 

令 1 2 3
1 3

X X XT + +
= 、 1 2

2
2

3
X X+

=T 、 1 2
3

2 3
3

3X X X+ +
=T 。 

T1、T2 及 T3 均为 µ 的估计量。 
学生不难计算得 µ 的无偏估计量为 T1 及 T2 而 T1 为 T1、T2 及 T3 三者之中的最佳估
计量。 
 
例二 
两个大小为 n 及 3n 的随机样本分别取自两个常态分布。前者的平均值为 µ，方差为 σ2

。

后者的平均值为  3µ，方差为 3σ2
。若 1X  及 2X  分别为两者的样本平均值，且

3a b 1+ = ，试证明 1aX bX+ 2  为 µ 的无偏估计值。 
 
学生须知道样本平均值 x  是总体平均值的最有效估计量。但是，他们无须知道上述性质
的证明。 
 
例三 
以下 7 个样本均取自一随机样本： 
9.30, 9.61, 8.27, 8.90, 9.14, 9.90, 9.10 
总体平均值的最有效估计为 

9.30 9.61 9.10 9.17
7

x
n
∑ + + +

= ≈
…  

 
例四 
设一颗不公正骰子掷出「6」的概率为 p。小平欲试验 p 的值，于是将骰子投掷 100 次
并纪录得出现「6」的次数为 20。小惠独立地进行同一试验。她将骰子投掷 200 次并纪
录得到 50 个「6」的出现次数。学生须懂得利用公式  计算小平和小惠所求得

p 的估值。对于能力较高的学生，教师可引导他们利用合并方法改善两人所得的估值。 (p

的合并估计值可以由公式 

( )sE P p=

11 2

1 2
ˆ sn P n P
p

n n
+

=
+

2s  求出) 

 
内容  

时间  
分配  教学建议  

 



 
内容  

时间  
分配  教学建议  
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21.3 已知方差的常态分布的平均
值的置信区间 

6  教师应指出，总体参数区间估计是建立一区间使它包含未知参数的概率等于一规定数
值。学生须认识 95% 及 99% 置信区间为常用置信区间。 
 
教师须示范如何在已知方差 σ2 的情况下，利用置信区间来估计常态分布的平均值。学生

应了解当样本数目为 n 时，样本平均值 X 为常态分布，其平均值为 µ，方差为 
2

n
σ
。经

标准化后，
X

n

Z − µ
=

σ
 且 Z ~ N(0, 1)。学生该知道，N(0, 1) 的中央 95% 数据位于 ±1.96 

之间，即 ( 1.96 1.96) 0.95X

n

− µ
− ≤ ≤ =

σ
P  或 ( 1.96 1.96 ) 0.95P X X

n n
σ σ

− ≤ µ ≤ + =

因此，当 x  为 X  的函数值时，  

 1.96 , 1.96X X
n n
σ σ 

− +
 

  为 µ 的一个 95% 置信区间。 

 
例一 
12 个样本的质量 ( 以 g 作单位 ) 为  
200, 204, 196, 198, 210, 189, 197, 221, 205, 203, 196, 199  
若这些样本取自一标准差为 10 g 的正态分布，试计算平均质量的 95% 置信区间。 
 
例二 
一部机器生产 10 000 件物品，其 300 件不合规格。当计算不合规格概率 p 的 95% 置

信区间时，教师须引导学生以 300
10 000

 作为 p 的估值，又以 

300 9 700
10 000 10 000

10 000

 
 
 



  为

pq
n

 的估值。 

利用近似分布  ~ ,  s
pqP N P
n

 

 

，学生可用同样方法解决这类问题。 
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21.4 假设被验 6  教师可以利用生活上的例子来介绍假设检验的概念，例如抽取一些样本来决定某种灯
泡的平均寿命是否不少于 2 000 小时等。教师应清楚解释及举例说明「零假设」、「备择
假设」、「显著性水平」等名词及它们的常用符号，(即 H0、H1 及 α)。此外，学生亦须
认识「临界点」、「临界域」、「接受区域」及「否定区域」等名称。以下是一些典型例

子。 
 
例一 
由一部机器生产的铁钉长度为常态分怖，方差为 0.26 mm2

。原先设定机器生产出来的铁

钉长 30 mm。最近怀疑机器出现故障，经抽取 50 个样本发现机钉的平均长度为 30.2 
mm。 
(a) 以 5% 的显著性水平，检验铁钉长度的平均值为 30 mm 这一假设是否真确。 
(b) 以 5% 的显著性水平，检验铁钉的长度的平均值是否大于 30 mm。 
 
 教师可与学生讨论如何设定问题 (a) 及 (b) 的备择假设，从而导出单尾检验及双尾检
验的概念如下： 
 
(a) 双尾检验 
 

 

 
内容  

时间  
分配  教学建议  

 
接受区域 

 
否定区域  

否定区域 

现时 µ0 = 30,



 
内容  

时间  
分配  教学建议  

   (b) 单尾检验 

  
   例二 

某种牌子的狗只罐装食

子。现随机抽出 200 只
试检验制造商所宣传的

在这例子中，教师须

 ~ ,  s
pqP N P
n

 
 
 

。 
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21.5 I 型及 II 型误差 6  当学生已熟习假设
结果： 
 

 真实情况 

1. H0 为真 

2. H0 为真 

3. H0 为假 

4. H0 为假 
 
 

域

 
 
 
 
 
 

 
内容  

时间  
分配  

    学生容易发觉： 
  P(I 型误差) =
 及 
  P(II 型误差) 
 
以下是一些典型的例子
 
例一 
已知一个箱子载着 (H0

验 H0 及 H1 这两个假
是黑球，我们便接受假

在此例中，学生应利用
 
例二 
现将一些材料混合，制造

少于 1 800 N 的重力时
N。 现抽取一些样本检
 H0： µ = 2 000 N
 H1： µ = 1 800 N
试求样本数目，使  
 P(I 型误差 ) = 0.0
 P(II 耳目误差 )=0
 
例三 
以一个质量 10 kg 的样
态分布，且标准差为 0
(a) 试说明应检验的假

   
 
 

  
接受区
 

物制造商宣称在各种同类食物中，75% 的幼犬喜爱他制造的一种牌
幼犬，发现 135 只选择这牌子的食物。以 5% 的显著性水平，
真确性。 
指出幼犬的百分率可视作成功比例  Ps，且它的分怖近似

检验的运作后，教师可引导学生达至如下表所列的四个可能发生的

检验结果 备注 

接受 H0 正确决定 

否定 H0 产生 I 型误差 

接受 H0 产生 II 型误差 

否定 H0 正确决定 

否定区域 

教学建议  

 P(否定 H0 | H0 为真) 

= P(接受 H0 |H0 为假)。  

： 

) 10 个白球和 90 个黑球或 (H1) 50 个白球和 50 个黑球。为了检
设，从箱子中抽出 4 个球 (抽出的球不放回箱中)。若抽出的全部
设 H0，否则否定 H0。 
上面的关系求得触犯 I 型及 II 型误差的概率。 

出能承受 2 000 N 重力的混凝土。若制造出来的混凝土只能承受
我们便须改变材料的成份。已知混凝土的承受力的标准差为 200 
验以下两假设 

 
 

5  
.1 

本，检验一量重器的刻度 25 次。设每次检验结果是互相独立的常
.200 kg。设 µ 为量重器的真实读数。 
设。 



 
内容  

时间  
分配  教学建议  

    
(b) 若发现 10.1032x ≥  或 9.8968x ≤ ，我们便须将量重器更换刻度。试求在无必要的

情况下，更改刻度的概率，并说明所产生的误差名称。 
(c) 试分别就 µ = 10.1 及 µ = 9.8 的情况，在无必要的情况下更改刻度的概率，并说明
所产生的误差名称。 

 
  27  
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